Priloha A

Magma — strucny uvod
a zakladné ovladanie

Magma http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/ je vykonny softvérovy na-
stroj optimalizovany pre rieSenie problémov z oblasti algebry, tedrie Cisel algeb-
raickej geometrie a kombinatoriky. Manudl obsahujici opis vsetkych dostupnych
funkcii jazyka Magma je dostupny na stranke https://magma.maths.usyd.edu.
au/magma/handbook/. PDF verzia manudlu mé takmer 5500 stran a je stcas-
tou instala¢ného balika. Aj ked softvérovy balik Magma je dostupny len za po-
platok, vzhladom na licencné podmienky je mozné manudl sirit, a tak je do-
stupny na strankach niektorych univerzit ako napr. http://www.math.uzh.ch/
sepp/magma-2.19.8-cr/Handbook.pdf. Dalsia dokumentécia vratane kratkeho
tvodu [5] a knihy so stiborom rieSenych problémov s vyuzitim Magmy [59] je do-
stupnd na stranke http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/documentation/.
Pre podrobnejsie stidium o programovani v Magme je tiez zaujimava publikacia
https://magma.maths.usyd.edu.au/magma/pdf/intro.pdf, v ktorej je uvedeny
detailny opis jazyka a programovania v Magme.

V nasledujiicom opise sa obmedzime len na opis zakladnych prikazov, konstruk-
cii a operdtorov pomocou ktorych je mozné vytvarat zlozitejsie prikazy (Magma
skripty) a riesit tak aj zlozité tlohy. Pouzité Magma funkcie si vysvetlované
v texte pomocou jednoduchych rieSenych prikladov v jednotlivych kapitolach uceb-
nice. Hlavnym cielom tejto prilohy je poskytnut ¢itatelovi velmi struény ivod k ja-
zyku Magma, vysvetlit zdkladnu filozofiu a nasmerovat ho na relevantné zdroje,
kde moze hladat dalsie potrebné informéacie. Vac¢sinu informacii v tejto prilohe je
mozné vyuzit aj pri praci v kalkulacke Magma (dalej len kalkulacka)(http://
magma.maths.usyd.edu.au/calc/). Kalkulacka je dostupna cez volne dostupné
webovské rozhranie, pomocou ktorého mozeme spustat ¢asovo aj velkostou kédu
limitované Magma skripty. Pokial bude v opise uvedena informécia, ktord je mozné
vyuzit len v plnej verzii balik Magma, tak na to v texte explicitne upozornime.
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A.1 Spustenie programu a zadavanie prikazov

Pln4 verzia programu Magma sa spusta z prikazového riadku opera¢ného systému
prikazom

magma

a stlacenim klavesy enter. Plna verzia programu Magma je nasledne dostupné po-
mocou terminalového okna, ktoré je zobrazené na obr. A.1. Pripravenost programu
prijimat prikazy od uzivatela indikuje znak >. Tto konvenciu platni pre plnt ver-
ziu budeme vyuzivat pri zapise prikazov tak, ze vstupy uzivatela budd zobrazené
vzdy za znakom > a vystupy (vysledky prikazov) budi zobrazované bez znaku
>. Kalkulacka spracovdva vstupné data ddvkovym sposobom (teda vSetky prikazy
mus{ uzivatel potvrdit spolu) a vysledky st nésledne zobrazované v samostatnom
vystupnom okne tak, ako to je znazornené na obr. 1.2. Konvenciu plnej verzie sme
vyuzili pre jej vacsiu nazornost v celej ucebnici.
Magma V2.28-16 Sun Aug 20 2817 14:83:48 on upcd [Seed = 1149527968]

Type ? for help. Type <Ctrl»-D to quit.
>

Obr. A.1: Terminalové rozhranie plnej verzie programu Magma

»~Help* informacie

Podrobnejsi opis o funkcionalite konkrétneho prikazu moézeme ziskat priamo z prog-
ramu Magma pomocou zadania ? a slova, ktorého vyznam chceme zistit. Napriklad
vyznam prikazu mod zistime takto:

> 7mod
17 matches:
1 0 /magma/ring-field-algebra
2 S /magma/geometry/modular-curves/mod-crv-quotient

10 I /magma/ring-field-algebra/function-field/elements/\
elements-arithmetic/mod

17 I  /magma/ring-field-algebra/univariate-polynomial/\
operation-element/division/mod
To view an entry, type 7 followed by the number next to it.

Informéciu o konkrétnej polozke (napr. ¢. 10) ziskame v kalkulacke takto:

> 7mod
> 710

PATH: /magma/ring-field-algebra/function-field/elements/elements-
arithmetic/mod
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KIND: Intrinsic

a mod I : RngFunOrdElt, RngFunOrdIdl -> RngFunOrdElt

Return the element a belonging to the order 0 as an element of 0/I.

Casto st vo vystupe zobrazené aj priklady pouZitia prikazu (pre zobrazeni polozku
10 priklad v ,Magma help“ systéme nie je), takze zékladné pouzitie prikazu je
mozné pomerne rychlo zvladnut.

Zakladné aritmetické operacie a vystup funkcii

Vypis hodnoty realizujeme prikazom print, pricom kazdy prikaz musi byt ukon-
ceny znakom ; napr. takto:

> print 12 + 22;
34.

Slovo print moézeme pri zapise vynechavat, ¢o budeme v nasledujucich prikladoch
aj vyuzivat.

Magma pouZiva pre oznacenie aritmetickych operdtorov (sicet, rozdiel, ndsobe-
nie, umocnenie) operdtory +, =, *, ~. Operdtor pre delenie zévisi od typu objektu.
Napriklad pre celé ¢isla méa ,delenie vyznam najdenia kvocientu a zvysku, ¢o
nijdeme pomocou div a mod operatorov napr. takto:

> 27 div 7, 27 mod 5;
3 2.

Pre reélne a racionélne ¢isla pouzivame klasicky operator delenia /, ktory Magma
interpretuje tak, ze v pripade racionalnych ¢isel vypocita presny vysledok:

> (2/3) / (4 +7/9);

6/43

> 22.0/7.0
3.14285714285714285714285714286.

Poradie operécii je vyhodnocované podla beznych pravidiel, ktoré v aritmetike
platia, takze napr. nasobenie sa realizuje pred s¢itanim. Samozrejme, iné poradie
vyhodnocovania je mozné vnutit pomocou zatvoriek.

Magma obsahuje velké mnozstvo funkcii, ktoré moézu mat aj niekolko argumen-
tov. Argumenty si oddelené ¢iarkou ,. Nazvy takmer vsetkych internych funk-
cii zaCinaju velkym pismenom — napr. Factorial, najvacsi spolo¢ny delitel GCD,
a pod. Vystup funkcie m6zeme vypisat na obrazovku takto:

> GCD(15130, 3162);
34.

Hodnotu mézeme vypisat aj vo forme print prikazu (slovo print netreba uva-
dzat):
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> "najvacsi spolocny delitel 15130 a 3162 je:", GCD(15130, 3162);
najvacsi spolocny delitel 15130 a 3162 je: 34.

Vystup funkcie tiez, samozrejme, moézeme ulozit do premennej s pouzitim opera-
tora priradenia :=

> res := GCD(15130, 3162);

S premennou mozeme pracovat podobne, ako sme zvyknuti z podobnych nastrojov
a programovacich jazykov, premenna sa moéze nachadzat aj na oboch strandch
operatora priradenia:

> res := GCD(15130, 3162);
> res := res + 10;

> res;
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V pluej verzii programu Magma mozeme prikazom load "menosuboru" nacitat
obsah stboru do prostredia Magma. Obsah je interpretovany tak, ako by sme ho
pisali na klavesnici. V kalkulacke mozeme sibor skopirovat do vstupného okna
,ruéne®, po spusteni jeho obsahu vSak vsetky predtym vypocitané a uloZené pre-
menné budia vymazané. Takze v kalkulacke nie je mozné priamo ,akumulovat “ vy-
sledky predchadzajicich vypoctov. Funkcie ShowIdentifiers() a ShowValues()
zobrazia aktudlne definované premenné a ich hodnoty.

A.2 Relacné operatory a riadenie sluciek

Boolovské operatory

Zakladné relacné a logické operatory, ktoré mézeme vyuzivat pri vytvarani a vy-
hodnocovani zlozitejsich podmienok st zobrazené v tab. A.1.

Tabulka A.1: Zakladné relacné a logické operatory jazyka Magma

Operator Pouzitie  Vyznam

eq xeqy pravda ak x je rovné y, inak nepravda

ne Xxney pravda ak x nie je rovné y, inak nepravda

1t x1lty pravda ak x je mensie ako y, inak nepravda

le x1ley pravda ak x je mensie alebo rovné y, inak nepravda
gt xgty pravda ak x je vicsie ako y, inak nepravda

ge x gey pravda ak x je vicsie alebo rovné y, inak nepravda
not not a pravda ak a je nepravda, inak nepravda

and aand b pravda ak a aj b st pravda, inak nepravda

or aorb nepravda ak a aj b st nepravda, inak pravda

xor axor b pravda ak iba jedno z a, b je pravda, inak nepravda

V Magme okrem relacnych a logickych operatorov existuje aj velky pocet funkcii,
ktoré vracaji hodnotu true alebo false. Tieto funkcie najcastejSie maju v nazve
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na zaciatku Is. Prikladom je funkcia IsPrime na testovanie prvociselnosti. Napri-
klad pre stvrté a piate Fermatove ¢isla dostavame vysledok testu prvociselnosti:

> IsPrime(27274+1);
true

> IsPrime(27275+1);
false.

Podmienené prikazy

Prikaz if (podmienka) then umoznuje vykonévat prikazy v zavislosti od vyhod-
notenia podmienky (pravda, nepravda) a m4 tieto forméty:

> if (podmienka) then
prikazy
end if

Vv Vv

if (podmienka) then
prikazy;

else

prikazy;

end if

V V. V Vv VvV

if (podmienka) then
prikazy;

elif (podmienka) then
prikazy;

elif

else

prikazy;

end if

V V V V V V V VvV

Priklad

> n := Random(1, 100);

> if not IsPrime(n) then

if> print n, Factorization(n);
if> end if;

98 [ <2, 1>, <7, 2> 1]

kedZe plati 98 = 2! x 72

Mnoziny a postupnosti

Mnoziny a postupnosti st objekty, priom mnozina je neusporiadana a prvok sa
moze v mnozine vyskytovat len raz. Postupnost je usporiadand a prvky v po-
stupnosti sa moézu opakovat. Prvky mnoziny si zaddvané pomocou { } a prvky
v postupnosti pomocou [ ], napriklad takto:
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{(-11)~2, (-7)~2,

-3)72, 372, 572, 372, 1172},
[(-11)72, (-7)"2, 372, 572, 3

, 372, 1172];
3 q:

, 25, 49, 121 }

121, 49, 25, 9, 9, 25, 9, 121 1.

O c Q ot
1

>
>
>
{
[

i-ty prvok postupnosti ¢ je g[i], pricom indexovanie za¢ina od hodnoty 1, ¢o vy-
uzijeme napr. takto:

> q :=[ 121, 49, 25, 9, 9, 25, 9, 121 ];

> ql[10] := q[5] - 4xq[1]; ql[2]:= 1000;

> q;

[ 121, 1000, 25, 9, 9, 25, 9, 121, undef, -475 ].

Magma vyuZziva pre mnoziny a postupnosti zapisy {i..j by k} a [i..j by k], ktoré
reprezentuji hodnoty celych ¢isel ¢, i+ k&, i4+2k, ..., 7 v mnozine alebo postupnosti
a {"vyraz s x": x in D | podmienka} alebo ['vyraz s x": x in D | podmienka], ktoré
znamenaji mnozinu alebo postupnost hodnét "vyraz s x" vyjadrena pre vsetky
x z D také, ze Boolovska podmienka je pravda. Napr mnozinu t mézeme vyjadrif
takto:

>t :={n"2 :nin [-11..11 by 2] | IsPrime(n) };
{9, 25, 49, 121 }.

Symbol & nasledovany bindrnym operatorom a mnozinou alebo postupnostou S

skombinuje vsetky prvky S pouzitim binarneho operatora. Napriklad nasledujici
; i 10 /.2

prikaz vypise hodnotu ).~ (i!):

> &+[ Factorial(i) =~ 2 : i in [1..10] 1;
13301522971817.

Vytvaranie sluciek

Pre vytvaranie sluc¢iek Magma pouziva konstrukcie while, repeat a for podobne,
ako ich vyuzivaju bezné programovacie jazyky. Tieto konstrukcie maju tvar:

> while (Boolovsky vyraz) do
> prikazy;
end while;

\

repeat

(Boolovsky vyraz) do
prikazy;

until Boolovsky vyraz

vV V VvV VvV

> for premenna in oblasti do
> prikazy;
> end for;
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Uzivatelom vytvorené funkcie

Mbzeme vyuzit dva sposoby zapisu. Skrateny s func prikazom. Napriklad funkciu
f(n,q) =TI, ¢" — ¢"~' modZeme deklarovat a nésledne pouzit takto:

>f := func< n, q | &[q"n - q~(i-1) : i in [1..n]] >;

> £(5, 3);

475566474240.

Ak potrebujeme viac navratovych hodndt, moézeme vyuzit dlhsi zépis:

> counting := function(n, r)
> x := Factorial(n);

> y := Factorial(r);

> z := Factorial(n-r);

> p :=x div z;

> c :=pdiv y;

> return p, c;

> end function;

> per, com := counting(5, 2);
> per, com;

20 10.

A.3 Algebraické systémy — Galoisove polia
a eliptické krivky

Magma podporuje pracu s velkym mnozstvom réznych typov algebraickych systé-
mov. Prave velmi prepracovanéd podpora roznych algebraickych systémov je silnou
strankou Magmy. V uéebnici vyuzivame len Galoisove polia GF(p), GF(2*) a adi-
tivnu komutativnu (abelovskd) grupu, ktord tvoria body P na eliptickej
krivke (EC) definovanej nad GF(p).

Vytvorenie GF(p) a realizovanie aritmetickych operécii s a,b € GF(p) je v Magme
velmi jednoduché, ¢o demonstruje tento priklad price s prvkami z a,b € GF(7):

gf:= GF(7); // vytvorenie GF(7)
a := gf!2; // prvok 2 v GF(7);
b := gf!6; // prvok 6 v GF(7);
c :=a + b; // sucet v GF(7);
=a - b; // rozdiel v GF(7)

// sucin v GF(7)

¢}
I
[}
*
o

// inverzia v GF(7)

V VOrlLV VWV VEHEV YV YVVYV
1
[V
)
|
[y
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4

> ¢ := b/a; // "delenie" v GF(7)
> c;

3.

Pre vytvorené GF mozeme pomocou dostupnych funkcii zistit a vypisat aj rézne
vlastnosti ako napr. zoznam primitivnych prvkov takto:

> gf := GF(7);

> print gf;

Finite field of size 7
Characteristic(gf);

PrimitiveElement (gf) ; // generator

print Set(gf);

>
7
>
3
>
{0,1, 2, 3, 4, 5, 6 }.

Samozrejme, rozmer GF(p) nie je obmedzeny na malé hodnoty p a mézeme pouzit

aj velké rozmery, napr. NIST prvoéislo psa; = 2°2! — 1 dostaneme:
> p = 27(521) - 1;

> IsPrime(p);

true

> gf := GF(p); // vytvorenie GF(27(521)-1)

> Characteristic(gf);
68647976601306097149819007990813932172694353001433054093944634591855431833\
97656052122559640661454554977296311391480858037121987999716643812574028291\
115057151

> PrimitiveElement (gf); // generator

3.

pricom vypisovat prvky tak velkého pola nemé, samozrejme, zmysel. V Magme
mozeme podobne priamo vytvéarat aj GIF(2%), napriklad takto:

> p := 256;

> gf<w> := GF(p); // vytvorenie GF(278)
> print gf;

Finite field of size 278

> Characteristic(gf);

2

>PrimitiveElement (gf) ; // generator

Ww.

V pripade, zZe potrebujeme pracovat v polynomialnej aritmetike, moézeme vytvorit
AES GF ako okruh polynémov stupiia 7 nad GF(2) takto:

> gf2 := GF(2);

> Pgf2<x> := PolynomialRing(gf2);
>m :=x"8+ x4 +x"3 +x + 1;

> print IsIrreducible(m);
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true

> gfaes<x> := ext<gf2 | m>;

>a =x6+ x4+ x2+x+ 1;
>b :=x77 +x +1;

> c := a *x b;

> c;

X7 + x76 + 1.
pricom vysledok nasobenia ¢ = a - b je zhodny s ,ruc¢ne vypocitanym* vysledkom
(4.4) v riesenom priklade na str. 42.
Podobne jednoducho mézeme v Magme vytvorit aditivnu grupu bodov P na
eliptickej krivke nad GF(p). V uéebnici vyuzivame len EC v tvare
2_ .3
y =2 +ar+b (mod p),

pricom

4a® + 270 A0 (mod p).

Napriklad EC nad GF(23) s parametrami a = —3 a b = 11 moZeme vytvorit takto:

> K := GF(23);

> a := K!(-3); // -3 = -3 mod 23 = 20

> b := K!10;

> E := EllipticCurve([a, bl);

> E;

Elliptic Curve defined by y~2 = x"3 + 20*x + 10 over GF(23)

> Order(E); // pocet bodov na krivke E

18

> Points(E); // zoznam bodov v projektivnych suradniciach

{e (0:1:0, @1:10: 1), (1 : 13 :1), (2 :9 :1), (2 :14 : 1), (4 :
4 :1), (4 :19 : 1), (6 :1:1), (6 : 22 : 1), (12 : 0 : 1), (13 : 11 :
1), (13 : 12 : 1), (19 : 2 : 1), (19 : 21 : 1), (21 : 10 : 1), (21 : 13 :
1), (22 : 9 : 1), (22 : 14 : 1) @}.

Pouzité GF mdze mat, samozrejme, aj podstatne vicsie rozmery, napr. uz pouzité
GF(2°2 —1). S bodmi, ktoré lezia na eliptickej krivke, mézeme realizovat operdcie

suctu, nasobenia, opacného bodu, ...napr. takto:

> K := GF(23);

> a := K!(-3); // -3 = -3 mod 23 = 20

> b := K!10;

> E := EllipticCurve([a, bl);

>P :=EI[1,10,1]; // zvoleny bod P leziaci na EC
> P;

(1 :10 : 1)

>Q := E![19,21,1]; // zvoleny bod Q leziaci na EC
> Q;
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(19 : 21 : 1)
> P+Q;

(6 :1:1)

> P+P;

(21 : 13 : 1)
> 2*P;

(21 : 13 : 1)
> P-P;

0 :1:0)
>k = 27274+1;
> kx*P;

(1 :13 : 1)
> Order(P);

9

> Order(P)*P;
(0 :1:0)

> Order(Q);
18

> Order(Q)*Q;
(0 :1:0).

//

//

//

//

//

//

//

sucet bodov na EC

to iste ako P + P
vysledok je bod nekonecno

nasobenie zvolenym sklarom k
rad bodu P

vysledok musi byt bod nekonecno
rad bodu Q

vysledok musi byt bod nekonecno

7 uvedenych prikladov vidno, Ze s pomocou programu Magma mozeme realizovat
operécie v GF(p), GF(2¥) a na EC velmi jednoduchym spésobom. Pomocou opi-
sanych konstrukcii pre riadenie cyklov tak mdézeme realizovat aj pomerne zlozité
vypocty. Dalsie uzitoéné funkcie a priklady pouzitia st opisané v rieSenych pri-
kladoch v jednotlivych kapitolach uéebnice. V pripade potreby realizovat zlozitej-
sie vypoclty je mozné vyuzit volne dostupné podrobné manualy k jazyku Magma.
Na sledovanie riesenych prikladov v jednotlivych kapitolach by vsak tieto avodné
informéacie mali ¢itatelovi postacovat.





